Planche 1 du 25/6/21

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I’ordre de votre choix. Le temps de préparation
est de 90min; 'interrogation durera 30min environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez d'un temps pour présenter vos résultats, sans intervention du jury. Nous
vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutét a vous concentrer sur les points clé de votre
raisonnement. La durée recommandée pour ce temps est de vous pouvez toutefois utiliser moins de 10min si
vous le souhaitez, sans que cela ne vous soit préjudiciable. En revanche, nous vous interromprons au bout de 15min.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu'il souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous
n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant la préparation. Il vous donnera au besoin des indications.

* k x

cherace 1. Soit (un)nen une suite a termes strictement positifs telle que la suite de terme ntl

converge
vers /. "
(1) On suppose que ¢ < 1.
(1a) Montrer qu'il existe un entier ng, une constante C' > 0, et une constante p € [0, 1] tels que, pour tout
n > ng, on ait u,, < Cp".
(1b) En déduire que la suite (u,,) et la série > u,, convergent.
(2) On suppose que ¢ > 1. Montrer que la suite (u,,) et la série ) u,, divergent.
(3) Soit (v,,) une suite définie par vg = 1 et v,,41 = v, + v2 pour n > 0. Etudier la convergence de la suite
(vn) et delasérie -, o=
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Z?(ercice 2. On considére une matrice
to t-1 t_9 t_p
1t t_1 l_n+1
T=|t € M,+1(R)
t
tn ta  t1 o
pour certains réels t_,,, ..., t_1, to, t1, ..., tn. Onnote (e, €1, . . ., €, ) la base canonique de R,

(1) Montrer que I'ensemble des matrices de cette forme est un sous-espace vectoriel de M,,;1(R). Quelle est

sa dimension?

0 0 0
10 0 0
(2) OnintroduitlamatriceU = [0 "-. "-. . | € M1 (R).
0
0O ... 0 1 0
(2a) Soit x = (zg,21,...,7,) € R"L. Calculer Uxz.
(2b) Montrer que U est inversible et calculer son inverse.
~fn —for o =i O
0 . ) fi
(2¢) Montrer que UT —TU = : : : ot les f; sont a déterminer.
fn—l
0 . ) fn
On suppose dorénavant qu'il existe deux vecteurs x et y tels que Tx = eg et Ty = (0, f1,..., fn).

(3) Montrer en utilisant la question précédente qu’il existe une matrice M telle que UT = T'M.

(4) Montrer que pour tout0 < k <n, TM kg = ej,. En déduire que T est inversible et calculer son inverse.
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