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L’épreuve est composée de deux exercices indépendants. Dans ce qui suit,

— pour z € R, on définit [x] comme le plus petit entier supérieur ou égal a z, c’est-
a~dire [x] = min{n € Z; x < n};

— on note N* = {1, 2, 3, ...} 'ensemble des entiers naturels non nuls;

— sauf mention contraire, N désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

EXERCICE 1

Soit 7 € ]0, +00[ un nombre réel fixé. On considere 1'équation différentielle

R(t) = R(t),
olt R: R — R est une fonction de classe ¢! satisfaisant R(0) = r, ainsi qu'une fonction
continue A: [0,+oo[ — ]0,+o0], satisfaisant A(0) = 2, de classe €' sur lintervalle
10, +00[, vérifiant
—A(t)R(t)
vVt € |0 Al(t) = ——=.

t
1.1. Déterminer R(t) et calculer I'intégrale / R(s)ds.
0

1.2. Trouver une primitive de la fonction z — 1 + % sur lintervalle |0, +oo[. Etant
donnée une fonction B: 0, +oo[ — ]0, +oo[ de classe €', en déduire une primitive de la
fonction .
t— 1+ == )B'(1).
( i B(t)) Q

1.3. En remarquant que

/Ot <1+ A@) A(s) ds = —/Ot R(s) ds

et en utilisant la question précédente, exprimer ¢ en fonction de A(t) et de 7.




On définit 7(r) € |0, +o00| par I'égalité A(7(r)) = 1. Donner une formule explicite pour
7(r) en fonction de r.

1.4. Montrer que la fonction r +— 7(r) est monotone sur |0, +oo[ et décrire son image
7(]0, +00]).

1.5. On consideére une fonction continue S: [0,+oo[ — R, dérivable sur ]0,7(r)[ U
|7(r), +o0[, qui vérifie S(0) = 1 — r ainsi que les équations différentielles

S'(t) = —S(t) site]o,r(r)],
S/(t) _ QS(t) site]7(7“),+©©[-

Donner une formule explicite pour S(t) pour ¢t € |0, 7(r)[, en déduire S(7(r)), puis une
formule explicite pour S(t) pour t € |7(r), +o0].

On cherche a déterminer r et T' > 0 tels que

_ RO) R
(H) R(T)+ S(T) =10 et R0)+ S(0) ~ R(T) + ST

R(0) R(T)

1.6. Montrer que 'hypothese RO)150) — RO)150)

implique

1.7. Montrer que les hypotheses (H) impliquent l'inégalité T > 7(r).

1.8. Sous les hypotheses (H), écrire, a 'aide des questions 1.3, 1.5 et 1.7, des formules

explicites pour % et %, puis, grace a (H), une formule pour %.

1.9. En déduire des valeurs explicites pour T' puis pour 7(r). Expliciter r en utilisant
ces valeurs et la question 1.3.

1.10. Vérifier que les valeurs T, r et 7(r) calculées a la question 1.9 satisfont effective-
ment les hypotheses (H).

EXERCICE 2

Cet exercice est composé de deux parties pouvant étre traitées indépendamment.
Soit (X;)ien+ une famille de variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées, de loi uniforme sur {1,..., N}. On définit récursivement les variables aléatoires
Fy,...,Fypar F} =1 puis, pour i € {2,...,N},

i—1
F = min{k > 15 X, ¢ U{XFj}}.
j=1



2.1. Premiere partie de ’exercice 2.

2.1.1. Soit N = 3. On considere I’événement suivant :
{X1=3,X2=3,X35=2,X,=3, X5=1, X¢g =2}.
Identifier Fy, Fy, F3, ainsi que Xp,, Xp,, Xp,.

2.1.2. Montrer que la famille (Fi)z'e{L..., N} est strictement croissante et que, pour tout
ke{l,...,N}, ona card (U§:1{XF¢}) = k.

2.1.3. Soit i € {2,..., N} et soit j > F,_; + 1. On définit une variable aléatoire Z; par

{O si X] S {X17"'7XF1'71}7

1 sinon.

Identifier la loi de Z;. Si j' > Fj_1 + 1 et j # j', montrer que les variables aléatoires Z;
et Z; sont indépendantes.

2.1.4. Pour i € {2,..., N}, décrire la loi de F; — F;_;, expliciter son espérance et sa
variance. Montrer I'indépendance des variables aléatoires F; — F;_; et F; — F;_; pour
tous les 4,j € {2,..., N} tels que i # j.

2.1.5. Pour tout ¢ € {2,..., N}, montrer 'inégalité

i+1 ] 1 i1
/ fdtgf,g/ S dt
i t i—1t

2
N

Z;—ln]\f

=1

et en déduire que < O, ou C > 0 est une constante indépendante de V.

2.1.6. Calculer I'espérance et la variance de Fly.

2.1.7. Soit € > 0. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de NN telle que

p(F

N g
Nln N

C
< —.
~ 6) = (InN)2

2.2. Deuxiéme partie de ’exercice 2.

Pour k € N* et i € {1,..., N}, on définit "évenement Ej; = {z ¢ {Xy,... ,Xk}}. Pour
N e N* et t > 0, on pose
kn(t) = [NInN +tN].
On rappelle la formule du crible : pour toute famille d’événements (A;);en+ et tout n € N,
on a

r(Ga)-$er 5 H({)

=1 1<t <io << <n

2.2.1. Soit k € N et soit [ € N*. Pour 1 <7; < --- < i; < N, montrer 1’égalité

I k



2.2.2. Ecrire événement {Fy > k} comme une union d’éveénements Ej ;, puis, en utili-
sant la formule du crible, montrer 1’égalité

N k
P(Fy > k)= (- l+1<]lv><1—]lv>.

=1

2.2.3. En étudiant la fonction x — 1 — 2 — e™*, montrer que 'on a 1 — x < e™® pour
tout z € R.

2.2.4. Soit t > 0 et soit [ € N. Si N > [, montrer 'inégalité

kn(t
N 1 I w0 < lellankN(t)#
l N S
N l kN(t) €_tl
1—— < —.
() v) =4

2.2.5. Soit t > 0 et soit [ € N. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout N >[4+ 1,0na

puis I'inégalité

N C l ClnN
In N — mil< S et ‘zlnN+k t1n<1—>+tz’< .
‘ z':Nz—:H-l N wf) N N

En déduire

N [\t
&%(z)(“w) T

—tl

oo
e
2.2.6. Montrer que la série Z(—l)l_lT est absolument convergente et calculer sa
somme. = .

2.2.7. Soit t > 0. Pour € > 0, montrer qu’il existe Ny € N tel que, pour tout N > N,,

on a
N kn () —tl
N [ e
Z (_1>l+1< ) (1 o ) 4 Z l 1 <e.
I=No ! N =N, N
En déduire qu’il existe N; € N tel que, pour tout N > Ny,
00 e —tl
|IP> (Fn > kn(t) = > (-1 ——| < 2

=1

Le premier exercice est issu de travaux expérimentaux sur des bactéries résistantes a
"ampicilline (A). Le second est en lien avec I'attachement de monomeéres sur des chaines
carbonées.



